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Resumen

En la ciencia actuarial relativa a sistemas pensionales se asume que la tasa a la cual se calculan las 
reservas para cubrir el pago de las rentas vitalicias, es igual a la tasa de retorno esperada de los 
portafolios en los cuales están invertidas. Esa situación podría llevar a los administradores de los 
recursos a tomar un exceso de riesgo con el fin de tener mayor rentabilidad y a la vez disminuir sus 
pasivos pensionales (Merton, 2012). En este artículo se demuestra que dichas tasas no son 
necesariamente iguales. Para determinar la tasa de interés adecuada para el cálculo de las rentas 
vitalicias, se presenta un derivado financiero cuyo activo subyacente es una renta vitalicia. Dicho 
derivado es modelado mediante procesos estocásticos, incluyendo las fluctuaciones de la tasa de 
interés que afectan tanto la valoración del portafolio, como el monto de la reserva necesaria para 
soportar actuarialmente el pago de la renta vitalicia. Determinar la tasa de descuento adecuada al 
calcular reservas actuariales contribuye a fortalecer la estabilidad de los sistemas pensionales y del 
sistema financiero en general.



Función de Sobrevivencia y
Probabilidad de Vivir

𝑆 𝜋 = 𝑃 Π > 𝜋

Sea 𝑆 𝜋 una función de sobrevivencia que indica la probabilidad de que la 
edad de muerte (Π) de una persona en particular sea mayor a una edad 𝜋.

Se define 𝑡𝑝𝜙 como la probabilidad que tiene una persona de edad 𝜙 de 

no fallecer en los próximos 𝑡 años

𝑡𝑝𝜙 =
𝑆 𝜙 + 𝑡

S 𝜙



𝑅𝑁 = 𝐸 𝑃𝑎𝑔𝑜0 𝑒−𝑖∗0 + 𝐸 𝑃𝑎𝑔𝑜1 𝑒−𝑖∗1 +⋯+ 𝐸 𝑃𝑎𝑔𝑜𝑤−𝜙 𝑒−𝑖∗ 𝑤−𝜙

Donde:

𝑥: Monto de la mesada en un instante 𝑡

𝑖: Tasa de interés nominal

𝜌: Porcentaje de incremento del nivel general de precios

𝜙: Edad actual del asegurado

𝑤 − 𝜙: Tiempo máximo que el asegurado puede vivir

𝑅𝑁 = 𝑥𝑒𝜌∗0 0𝑝𝜙 + 0 0𝑞𝜙 𝑒−𝑖∗0 + 𝑥𝑒𝜌∗1 1𝑝𝜙 + 0 0𝑞𝜙 𝑒−𝑖∗1 +⋯+ 𝑥𝑒𝜌∗(𝑤−𝜙)𝑤−𝜙𝑝𝜙 + 0𝑤−𝜙𝑞𝜙 𝑒−𝑖∗ 𝑤−𝜙

Cálculo de Reservas Actuariales Necesarias



Como 𝑒𝑖𝑡 = 𝑒𝜌𝑡 ∗ 𝑒𝑟𝑡, con 𝑟 siendo la tasa de interés real, entonces

𝑅𝑁 = 𝑥𝑒𝜌∗0 0𝑝𝜙 𝑒−𝜌∗0 ∗ 𝑒−𝑟∗0 + 𝑥𝑒𝜌∗1 1𝑝𝜙 𝑒−𝜌∗1 ∗ 𝑒−𝑟∗1 +⋯+ 𝑥𝑒𝜌∗(𝑤−𝜙)𝑤−𝜙𝑝𝜙 𝑒−𝜌∗(𝑤−𝜙) ∗ 𝑒−𝑟∗(𝑤−𝜙)

𝑅𝑁𝑡 = 𝑥  

𝑡=0

𝑤−𝜙

𝑡𝑝𝜙𝑒
−𝑟𝑡

𝑅𝑁 = 𝑥 0𝑝𝜙𝑒
−𝑟∗0 + 𝑥 1𝑝𝜙𝑒

−𝑟∗1 + 𝑥 2𝑝𝜙𝑒
−𝑟∗2 +⋯+ 𝑥𝑤−𝜙𝑝𝜙𝑒

−𝑟∗(𝑤−𝜙)

Cálculo de Reservas Actuariales Necesarias



En tiempo continuo puede expresarse de la siguiente forma:

𝑅𝑁𝑡 =
𝑥

𝑆 𝜙
 
0

𝑤−𝜙

𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡

𝑅𝑁𝑡 = 𝑥 
0

𝑤−𝜙 𝑆 𝜙 + 𝑡

𝑆 𝜙
𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡

𝑅𝑁𝑡 = 𝑥 
0

𝑤−𝜙

𝑡𝑝𝜙𝑒
−𝑟𝑡𝑑𝑡

Cálculo de Reservas Actuariales Necesarias



Si la reserva actuarial depende del tiempo y de la tasa de interés real, y 

ésta sigue un proceso de Vasicek

𝑑𝑟𝑡 = 𝜃 − 𝑎𝑟𝑡 𝑑𝑡 + 𝜈𝑑𝑊𝑡

𝑑𝑅𝑁𝑡 =
𝜕𝑅𝑁𝑡
𝜕𝑟

𝜃 − 𝑎𝑟𝑡 +
𝜕𝑅𝑁𝑡
𝜕𝑡

+
1

2

𝜕2𝑅𝑁𝑡
𝜕𝑟2

𝜈2 𝑑𝑡 +
𝜕𝑅𝑁𝑡
𝜕𝑟

𝜈𝑑𝑊𝑡

Entonces el cambio en la reserva está dado por:

Cambio en la Reserva Actuarial Necesaria



𝑑𝑅𝑁𝑡

=  −
𝑥

𝑆 𝜙
𝜃 − 𝑎𝑟𝑡  

0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 − 𝑥

Cambio en la Reserva Actuarial Necesaria



𝑑𝑅𝐶𝑡 = 𝜇𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑈𝑡 − 𝑥𝑒𝛿𝑑𝑡

Utilizando las series de Maclaurin puede demostrarse que 𝑒𝛿𝑑𝑡 = 1 + 𝛿𝑑𝑡, 

por lo tanto:

𝐶𝑜𝑣 𝑑𝑊𝑡 , 𝑑𝑈𝑡 = 𝜌𝑑𝑡

𝑑𝑅𝐶𝑡 = 𝜇𝑡𝑅𝐶𝑡 − 𝑥𝛿 𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑈𝑡 − 𝑥

𝑑𝑅𝐶𝑡 = 𝜇𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑈𝑡 − 𝑥 − 𝑥𝛿𝑑𝑡

Cambio en la Reserva Actuarial Constituida

Supongamos que la reserva constituida cambia de la siguiente forma:



Para que el cambio en la reserva constituida sea igual al cambio en la reserva 

necesaria, se debe encontrar la tasa de interés real 𝑟 a la cual debe rentar la 

primera.

𝜇𝑡𝑅𝐶𝑡 − 𝑥𝛿 = −
𝑥

𝑆 𝜙
𝜃 − 𝑎𝑟𝑡  

0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 − 𝑥 +
𝑥𝜈2

2𝑆 𝜙
 
0

𝑤−𝜙

𝑡2𝑒−𝑟𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑑𝑡

𝜎𝑡𝑅𝐶𝑡𝑑𝑈𝑡 − 𝑥 = −
𝑥𝜈

𝑆 𝜙
 
0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 𝑑𝑊𝑡

Lo anterior implica que:

𝑑𝑅𝐶𝑡 = 𝑑𝑅𝑁𝑡

Condición para tener una
renta vitalicia nivelada



𝜇𝑡 = −
𝑥

𝑆 𝜙 𝑅𝐶𝑡
𝜃 − 𝑎𝑟𝑡  

0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 −
𝑥

𝑅𝐶𝑡
+

𝑥𝜈2

2𝑆 𝜙 𝑅𝐶𝑡
 
0

𝑤−𝜙

𝑡2𝑒−𝑟𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑑𝑡 +
𝑥𝛿

𝑅𝐶𝑡

𝜎𝑡 =
𝑥

𝑅𝐶𝑡𝑑𝑈𝑡
1 −

𝜈

𝑆 𝜙
 
0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 𝑑𝑊𝑡

El administrador del portafolio debe decidir el nivel de riesgo que desea para la 

reserva y seleccionar la rentabilidad eficiente para dicho nivel (𝜂). 

𝜇𝑡 = 𝜂

Condición para tener una
renta vitalicia nivelada



 𝜃 =
 𝑟𝑡 1 −

𝐶𝑜𝑣 𝑟𝑡 , 𝑟𝑡−1
𝑉 𝑟𝑡

Δ𝑡

 𝜈 =
𝑉 𝑟𝑡 −  𝑟𝑡

Δ𝑡

 𝑎 =
1 −

𝐶𝑜𝑣 𝑟𝑡, 𝑟𝑡−1
𝑉 𝑟𝑡
Δ𝑡

Cálculo de estimadores

Los estimadores de los parámetros de un proceso de Vasicek pueden 

calcularse a partir de los de un AR(1).



𝜂 = −
𝑥

𝑆 𝜙 𝑅𝐶𝑡

 𝑟𝑡 1 −
𝐶𝑜𝑣 𝑟𝑡 , 𝑟𝑡−1

𝑉 𝑟𝑡
Δ𝑡

−
1 −

𝐶𝑜𝑣 𝑟𝑡 , 𝑟𝑡−1
𝑉 𝑟𝑡
Δ𝑡

𝑟𝑡  
0

𝑤−𝜙

𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑒−𝑟𝑡𝑑𝑡 −
𝑥

𝑅𝐶𝑡

+

𝑥
𝑉 𝑟𝑡 −  𝑟𝑡

Δ𝑡

2

2𝑆 𝜙 𝑅𝐶𝑡
 
0

𝑤−𝜙

𝑡2𝑒−𝑟𝑡𝑆 𝜙 + 𝑡 𝑑𝑡 +
𝑥𝛿

𝑅𝐶𝑡

𝑅𝑁𝑡 = 𝑥 
0

𝑤−𝜙 𝑆 𝜙 + 𝑡

𝑆 𝜙
𝑒
− 𝑓−1 𝜂 𝑡

𝑑𝑡

Resolviendo para 𝑟 se puede encontrar la tasa de interés con la cual debe ser 

calculada la reserva para la renta vitalicia.

Cálculo de la Tasa de Interés Técnico



Se considera una población con la siguiente función de sobrevivencia: 𝑆 𝜙 = 1 −
𝑥

100

Una persona de 62 años (𝜙 = 62 años) ha acumulado una reserva de $89’973.774 (𝑅𝐶𝑡 =

89’973.774 ). El cálculo actuarial a una tasa de interés real del 4% (𝑟 = 4%) arroja un

valor de la mesada pensional de $615.000 (𝑥 = 615.000). La tasa de interés real actual

es de 5% (𝑟𝑡 = 5%) y su cambio es explicado por la siguiente EDE: 𝑑𝑟𝑡 =  −0.035 −

Aplicación



𝜇𝑡 = −
615.000

0.38 ∗ 89’973.774
−0.035 − 0.01 ∗ 0.04 ∗ 33.2304 −

615.000

0.38 ∗ 89’973.774
−0.2304 − −0.1496

+
615.000 ∗ 0.1 2

2 ∗ 0.38 ∗ 89’973.774
∗ 492.4780 +

615.000 ∗ 0.03

89′973.774

𝜇𝑡 = 2,5269%

Aplicación

Este resultado evidencia la invalidez del supuesto que plantea que la tasa a la cual se

calculan las reservas para cubrir el pago de las rentas vitalicias debe ser igual a la tasa de

retorno esperada de los portafolios en los cuales están invertidas.



Muchas gracias!!


