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Resumen

A partir de las ideas y conceptos de la teoria de norma (Gauge Theory),
aplicadas con éxito en fisica (por ejemplo, electromagnetismo y
gravitacion) y de las definiciones de los mismos conceptos
matematicos, se busca la aplicacion a al area de finanzas, en particular
en los derivados financieros (teoria de Black-Scholes) y la teoria de
portafolio CAPM. De forma particular, para determinar precios cuando
existe arbitraje aunque se suponga de manera virtual. Después de
construir las estructuras y herramientas en teoria de norma, ademas
de recuperar los casos tradicionales, se busca la generalizacion vy
soluciones a casos fuera de equilibrio. Al final se contrastan los
resultados obtenidos.
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1) Motivacion

Diferencia Precios Tedricos y de Mercado (Futuros)

2.8

P
2.4+

2.2

2.0

Future price —
theoretical orward price

1.8
1.6-
1.4-
1.24
e |
0.8
0.6-
0.4-
0.2-

0

Mispricing (percent)

5 1i'l

0.2
0.4

l ‘

1] T L) ] 1 | 1

| T EL) 1 1
1 101 201 301 401 501 601 701 801 901 1001 1101 1201 1301 1401 1501

) L} L3

Error en precios futuros Diciembre 1984 S&P, De Lo. AW. And MacKinlay A.C.: A Non-
Random Walk Down Wall Street (También de llinski K., 2001, Physics of Finance: Gauge
Modelling in Non-equilibrium Pricing, , NY USA, John Wiley and Sons, Octubre 2014)
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1) Motivacidn
Diferencia Precios Teodricos y de Mercado (Futuros)
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Autocorrelacion de las primeras diferencias de los errores en precios futuros Diciembre

1985,1983 y 1987 S&P, De Lo. AW. And MacKinlay 1999 (llinski K., 2001, Physics of
Finance: Gauge Modelling in Non-equilibrium Pricing, , NY USA, John Wiley and Sons)
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1) Motivacidn
Haz Fibrados
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Un haz Fibrado E consiste de una base B e idénticas fibras F que son pegadas o
unidas en cada punto de la base B para conformar un espacio completo. Se tiene
dos diferentes sistemas de coordenadas o grados de libertad (interno y externo).
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1) Motivacion
Conexiones

 Ala regla de comparacion se le llama conexion

* Un campo de normalizacion es el campo de conexiones mas global y tiene
tantas componentes como numero de coordenadas independientes en la
base

 El ajuste entre los sistemas de coordenadas de dos fibras, puede
calcularse como el producto escalar de la diferencia entre los puntos de la
base

dimB

F(E) = b = Z 8F(0)-0
i=1
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1) Motivacidn

Transporte Paralelo
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See part l{b}

b+ db = (b*+db+, b*+ db?)

//7

b=(b’+b? b+ db?
= (b*+db*, b?)

bl

Cualquier transporte paralelo global se construye de transporte paralelo local y cada
uno de estos resulta de transporte paralelo a lo largo de una direccion principal en la

base
Modelacidon de Medidas y Norma en Finanzas* Guillermo Sierra Juarez



1) Motivacidn

Transporte Paralelo

Modelacion de Medidas y Norma en Finanzas*

La regla de transporte paralelo a lo largo
de un circulo:

Un vector f; tangente al punto b, es
transportado al vector f, tangente al
circulo en b,.

El vector f; es ortogonal al circulo en b,
transporta al vector f, ortogonal al circulo
en b,

El transporte paralelo a lo largo de los
segmentos de un triangulo de una esfera,
el resultado es la rotacion de 902
comparado con el vector inicial.
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1) Motivacidn

Transporte Paralelo y Curvatura

Un transporte paralelo no trivial resulta de una curvatura esférica, si se aplica las mismas

reglas de transporte paralelo en un plano no se produce rotacién
La curvatura es una medida que senala la diferencia producida del transporte paralelo y
se debe a la existencia de una fuerza en el sistema. El exceso de rendimiento en una

operacion de arbitraje representa la curvatura asociada para algun activo
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1) Motivacidn
Haz Fibrado en Finanzas
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Haz Fibrado aplicado a divisas, el plano es la base y las semilineas las fibras, la idea se
puede aplicar también a acciones u otros activos y a los calculos de valor presente
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1) Motivacidn
Transporte Paralelo en Finanzas
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Con el resultado de transporte paralelo de dos curvas se pueden detectar
oportunidades de arbitraje
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2) El Modelo
Haz Fibrado: Matematica

Definicion: Un haz fibrado suave es un objeto compuesto de la siguiente forma

1. Un campo suave E es llamado espacio total (haz)
2. Uncampo suave B es llamado espacio base
3. Unmapeo suave E - B llamada proyeccion, cuyo Jacobiano se requiere tengan un rango maximo n=dim B para todo

punto
4. Un campo suave F es llamado la fibra

5. Un grupo G de transformaciones suaves de la fibra F (esto implica que la accion GXF - F | este grupo es llamado
estructura de grupo del haz fibrado)

6.Una estructura de haz fibrado vincula las entidades anteriores. La base B viene con un
sistema de coordenadas vecinales o graficas encima de cada una de las cuales del producto

directo via un difeomorfismo iz FXUi - p~(Ui) que satisface pd(f,x) = x, las
tramsformaciones 4;; = §; *°y: FxUy; = FxUy; donde Uyj = U; n U

Son llamadas funciones de transicion de los haz fibrados. Toda transformacion 4;; tiene la
forma 2;;(f,x) = (Tiff,x)
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2) El Modelo
Conexion

EL siguiente paso es definir la forma de conectar la pre-base, la conectividad es importante para
definir todas la posibles trayectorias sobre la base y los correspondientes transportes paralelos
para hacer esto introducimos la matriz de vinculos I': LyxL, — {0, +1} definida por la siguiente
regla: para cualesquiera dos elementos de la base x = (i,n) € Lyyy = (k,m) € Ly los
elementos de la matriz de links I'(x, y) es cero

[(x,y)=0 (1)
Excepto en los siguientes casos

a).i=k y n=m-1 para la condicion del i-¢simo titulo existe un momento que no es la fecha de
vencimiento del titulo

[x,y)=1T(y,x)=-1 (2)
b).n =m,i # k y el en¢simo omento del tiempoel i-€simo activo puede ser cambiado por alguna
cantidad del k-ésimo activo para alguna tasa, supongamos que la transaccion es instantdnea , en
este caso

[(x,y)=1
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2) El Modelo
Haz Fibrados y Conexiones en Finanzas
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Los puntos en el plano Las accionesy los ddlaressise Base para una Bolsa de
representan  los  activos, encuentran en el mismo Valores, las acciones se
mientras que las lineas son los momento del tiempo. Pero conectan con los ddlares

diferentes momentos en el entre las acciones no hay
tiempo conexion
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2) El Modelo
Grupo y Haz Fibrado en Finanzas

Estructura de Grupo

El grupo G usado en el sistema financiero esta dentro del grupo de dilataciones, es decir, es un
grupo de mapeos g de R, = [0,4+)a R que actua por multiplicacion de alguna x € R para
alguna constante positiva g (x) = A(g)x. Este grupo es de reescalamiento de unidades de activos
con un factor de reescalamiento A(g). La funcion de transicion de un haz fibrado con esta
estrutura de grupo corresponde a varios precios, tipos de cambio y factores de descuento

Haz Fibrado

Un haz fibrado es un espacio de flujo de dinero o efectivo deuda. Consideremos una seccion
cruzada s, en este contexto s(x = (i.m)) da el numerador de unidades del i-ésimo activo del
tiempo m. Una seccion cruzada describe la evolucion en el tiempo de una asignacion inicial de
dinero s(1,0) 1=0,...N en el t=0, uno tiene s(0,0) unidades del activo 0, S(1,0) unidades del activo
1 mientras en el momento t=m, las correspondientes cantidades s(0,m), s(1,m)..S(N,m) el espacio
de las secciones cruzadas es el espacio de todos los posibles escenarios de movimientos de dinero
o flujo de dinero.
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2) El Modelo
Conexion, Transporte Paralelo

Una conexion es una regla para el transporte paralelo de un elemento de la fibra de un punto de
una base, digamos x a otro punto y. Una operacion U(y) de transporte paralelo a lo largo de la
curva y pertenece al la estructura de grupo y actua de la fibra Fya la F,

Up):F - F (5)

El operador de transporte paralelo a lo largo de la curvay, U(y), es definida como un producto
de operadores de transporte paralelo a lo largo de los vinculos que constituyen las curva y

Uly) = Hlf:ll Ulx;, xi41), ¥ = i f:ll X1 =X Xp =Y (6)

significa que si dejamos definir solo los operadores de transporte paralelo a lo largo de los
vinculos elementales entonces U(y) = U~ (y™!) esto nos restringe a una definicion de estos
operadores a lo largo de los vinculos elementales con una conectividad positiva. Sumando las
reglas para el transporte paralelo a lo largo de los vinculos elementales con conectividad positiva
y operadores de transporte paralelo a lo largo de los vinculos de asimetria.
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2) El Modelo
Transporte Paralelo-Curvatura

El resultado de transporte paralelo a lo largo de dos curvas diferentes con los mismos puntos de

frontera no son iguales para un conjunto genérico de operadores, una medida de diferencia es el
tensor de curvatura R. Sus elementos son iguales a la multiplicacion resultante despues de

transporte paralelo a lo largo de un circulo encerrado todas las plaquetas elementales con
vinculos distintos de cero en la base L

Rplaquetas—»ﬂ = Hm Um -1

m corre sobre todas las plaquetas {U,,} son los transportes paralelos correspondientes a los
operadores de transporte paralelos y acordando sobre la orientacion.
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2) El Modelo
Transporte Paralelo y Curvatura en Finanzas
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Consideremos la siguiente cantidad referente a la plaqueta efectivo-accién, que
es el exceso de rendimientos de las operaciones de arbitraje

R S erlAS p~T0A +S€ r0Ag- 1e—r0A )
i+1 i+1
En ausencia de arbltraje

MAQ. =108 — ¢ pr0AC~1 =104
§ oG, 00 = S e T =

Que se puede escribir de una forma de plaquetas mas general
R(Z) = U1U2U3_1U4_1 + U3U4U2_1U1_1 - 2
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2) El Modelo
Supuestos del Modelo

1.- Dinamica de Invariancia de normalizacion

Las propiedades observables y los proceso dindmicos del ambiente no dependen de Ia
eleccion de unidades de los activos en cuestion

2.- Incertidumbre intrinseca

El ambiente financiero real es intrinsecamente incierto, es decir, hay probabilidades
distintas de cero de obtener excesos de tasas de rendimientos diferentes de las obtenidas
en ambientes de certidumbre

3.- Principio de minima accidn

El exceso de la tasa de rendimiento en cualquier operacion toma el valor mas pequeno
posible que es permitido por el ambiente econdmico externo

4. Localidad

La dinamica de un activo es directamente influenciada por solo activos con los que estan
conectados

5.Principio de Correspondencia

Cuando el flujo de dinero no entra en la teoria, |la teoria tiene que ser equivalente a las
finanzas matematicas estandar, en portafolios y derivados
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2) El Modelo
Minimizacion de Accion en Distribuciones de Probabilidad de

Plaquetas

De la suposicion 2, el mercado financiero es intrinsecamente incierto, la distribucién
de probabilidad de precios y tasas generan probabilidades de encontrar valores de
transporte paralelo U en vinculos elementales en |la base L que dan una descripcion
del sistema ( factor de normalizacion (N), accion (A))

P({S,T}) = N@'Ag\sf

De la suposicion 1, de la invariancia de norma, la accion como una expansidon en serie
en términos de las plaquetas de curvatura R (sobre toda las suma de plaquetas

| tal
elementa eS) Ag|S,T| — z ayl,]/Z..]/N(R]/1 + 1)(Ry2 + 1) (R}/N t 1)

{yLy2.yN}
Si se consideran efectivo y acciones,

Ag ({S,T}) = Z ai(si_lerlﬂsi_-i-lle_TOA + Sie_TOASi_.}.lle_TOA _ 2)

[=—00

Y en el caso de acciones cuadraticas

Ag(S()) = f_c:dr i %(0-2(1-));; (%+ rn — 'ro)z

Im=1
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2) El Modelo
Deduccion de Ecuacion de Black-Scholes

Considerando un elemento de tensor de curvatura para una plaqueta efectivo-
derivado, las plaguetas son invariantes de norma y cambian bajo un reescalamiento de
transformaciones de Norma. La accién de norma mas simple con accion cuadratica

te [ s L Lo 5
AE:E[ dr|ay, ?+r1—rg + 7+rz—r0 + 2ay ?+r2—r0 ?+r1—rU

Después de encontrar coeficientes y desarrollar

1 ds(o) 2
g =5 pia [S(t)—dt (rs — 7))

* f_w (1ﬁidci)2 [(C(lt) diiit) T2 rb)) —a® (5(1)% + 0= rb))]z]

Permite llegar a la expresion para la accién

ac 20°C ac
(i atooh)

ac
' - b70%s
Que en ausencia de arbitraje

6C+02 aszt (C SBC)_
at 2" 9S? acl ™

C(T) = [S(T) - E]9(S(T) - E)
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2) El Modelo
Introduccion de Arbitraje

Para introducir arbitraje de flujo de dinero, se utiliza un haz fibrado continuo,
en el caso de acciones X, derivados X_y una parte restante del portafolio en
efectivo. Se introduce un potencial externo dentro de las accion de los que
realizan arbitraje que esencialmente es construido bajo maximizaciéon de
ganancias e invariancia de norma

i dsy’
—A[ (x67+x5?)

En el caso de aversion absoluta al riesgo, las trayectorias de flujo de dinero y
se tienen las soluciones

C 9C

Xc_k al XS:_k aS
=33 c-s%
| 0S
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2) El Modelo
Matriz de Probabilidades de Transicion

El proceso de Maximizacion conduce a los puntos para el portafolio del arbitrarista

ac ac
c 55 c S35

ko ac’ ko aC ~ko 5 tho—5¢

c—S§ c—st c-s% oo

0S a5 a5 as

Considerando un haz fibrado continuo y para el portafolio seleccionado, se llega
a la matriz de transicion normalizada

; ]
1| aC e—;kOBALBSC/(C—Sag) e—;kOBALBSC/(C—Sag)
P(ti’ti—l) = EseCh Ekoﬁ ALBSC/ C - S% X ac

1 1 ac
eszBALBSC/(C—SaS) eszBALBSC/(C—SaS)
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2) El Modelo
Propuesta de Modelo y Solucion

EL Modelo Fenomenoldégico considerando precio de derivados con arbitraje virtual

Supongamos un momento del tiempo en que aparece una oportunidad de arbitraje,
(fluctuaciéon de rendimiento), los arbitaristas reaccionaran ante la oportunidad y esta
reducira hasta desaparecer v el mercado recupere el eauilibrio. El proceso puede ser

descrito 0R

e ®), R()=v(])
La funcidn de reaccion del mercado puede ser expandida por una serie y si tomamos
solamer ’ ' iR

- R R0 =S

Después de sumar sobra todas las posibles fluctuaciones, se llega a la siguiente
expresion para el rendimiento del arbitraje

R@9=[

0

t [04)
dr [ ds' e2t-Up(t S| 1,8"), t<T
0
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2) El Modelo
Propuesta de Modelo y Solucion

Para especificar el proceso de arbitraje v(t,S) asumiendo que las fluctuaciones en diferentes
tiempo y precios subyacentes son independientes del ruido blanco con varianza X2 f (t)

(v(t,S)) =0, (w(t,Hv(t',S)) = 220(T —)f®)s(t—t')s(S—S") (65)

La funcion f(t) es introducida al modelo como una dependencia del tiempo empirica de los
rendimientos de arbitraje y suavisamiento de la transicion al arbitraje virtual cero en la fecha de
expiracion , la cantidad X2 f(t) puede ser estimado del mercado

g @) = ((;fig_c) (t)) (66)

Y tiene que anularse en la aproximacion del vencimiento, tan pronto como aproximamos el
rendimiento de arbitraje estocastico ha sido reemplazado por la ecuacion

dll = [r + R(t, S) ]I dt (67)

que puede ser reescrito
ac
LpsC = R(,S) (c S (68)

Usando el operador Lzg, completa la formulacion del modelo fenomenoldégico. Un modelo de
esta estructura fue derivado del modelo del sistema derivado-efectivo-accion, el modelo se

reduce a Black-Scholes en el caso de que la reaccidon del mercado A — o0 ) = 0
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3) Resultados
Precios de Opciones con arbitraje virtual

Para estimar el valor de la opciones financieras call y put se utiliza un proceso Ornstein-
Uhlenbeck

2

- X
(les) = s | —4e) o rdT-0 (e r-0-t-0) [ 289 gy (1400 T-0-8G-0)
| J1+ 2 (1+a§—3g‘t)) J1+ z (1+a§—3(m})
A2g2 T-t A2g2 T-t
2 5 7 .
(e §) = —Be D yallradr--00-0] gy 20 o (TR0 (0 i)

12 B(T-t) 32 B(T-t)
J1+1202(1+a§_ T-t ) J1+120'2(1+a§_ T-t )
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3) Resultados
Resultados en Graficas para Opciones

Call Virtual como funcion de lambda Call Virtual como funcion de sigma
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Las graficas anteriores muestran el comportamiento de las opciones Call y Put
comparando el caso que incluye arbitraje tradicional con el tradicional para distintos
parametros
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3) Resultados
CAPM con arbitraje virtual

De la misma forma que en el caso de los derivados, se puede incluir la incorporacion
de un arbitraje dentro de un portafolio, la aparicion de un rendimiento en un cierto
momento del tiempo Il

—-nll=0 N(0)=1

Y se considera una funcion de reaccion del mercado que va disminuyendo el
rendimiento extraordinario

R

dt
Primero se hace la estimacion para el modelo APT, donde se introduce una base a del
mismo con la metodologia Gram-Schmidt, luego se hace la particularizacién al CAPM y
se llega a

IR R@) =)

N
A
T_‘[' =T + ﬁi(Fm = Tg) + ﬁ(l - Bl) Zeﬁ,i

k=2
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3) Resultados
Resultados en Graficas para CAPM

CAPM Rendimiento Virtual como funcién del Parametro CAPM Rendimiento Virtual como funcion del
Delta - Parametro lambda
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Las graficas anteriores muestran el comportamiento CAPM comparando el caso
qgue incluye arbitraje tradicional con el tradicional para distintos parametros
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4) Conclusion

e Conclusion

* Utilizando Teoria de Norma en finanzas, en especial aplicado en teoria de derivados y de
portafolios, a través de los conceptos de haz fibrado, curvatura, transporte paralelo curvatura
pueden deducirse las ecuaciones tradicionales de Black-Scholes y del modelo CAPM.

* A partir del mismo formalismo de teoria de norma, puede ampliarse a la consideracion fuera de
equilibrio, considerando la posibilidad de arbitraje donde de la misma forma se puede deduciry
proponer una solucion equivalente de Black-Scholes y CAPM. El arbitraje puede considerarse como
una fuerza en fisica y geométricamente como una deformacién de un espacio con curvatura.

* Sededuce y grafican los precios de opciones call y put como funcidn de ciertos pardmetros. A
medida que el coeficiente de la velocidad de reaccién A del mercado ante arbitraje virtual
aumenta, ( en el caso que A tiende a infinito) el valor de call virtual se va aproximando al
comportamiento del call tradicional de equilibrio y el funcionamiento se mueve en direccién
contraria con para la desviacidn estandar del ruido blanco, el parametro 2.

* Enelcasodel CAPM al momento de aumentar el valor de la funcién de velocidad de reaccidon A, la
pendiente va acercandose a cero iniciando desde valor negativo y luego empieza a crecer, con el
parametro delta ocurre, a medida que aumenta el parametro disminuye la pendiente.
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